Analisis Matematico

Evaluacion 1
Continuidad y derivadas - Soluciones

Ejercicio 1. Calcula los puntos de la elipse de ecuacion

xZ yZ

4L

4 9

tales que la tangente en dichos puntos a la elipse pase pamtel(p, 1).
Solucién.

Sea(u, v) un punto genérico de la elipse. Se verificara é&@& % =1, 0 sea9u? + 4v? = 36.
Calculemos la tangente a la elipse en dicho punto. Si usaaresulacion de la elipse para expresar la
ordenada como funcion de la abscisaobtendremos dos funciones, definidas en el interjvao?2],
correspondientes a la parte superior e inferior de la elpisg es una de estas funciones se verificara
la identidad:

2 2
R GO
4 9
Derivando esta identidad se obtiene:
x| 20(x)p’(x) 9x
— _— = 0 —> / = —
2 + 9 ¢'(x) 4¢(x)

En un puntqu, v) se tiene que = ¢(u) (habré que elegir la funcién apropiada dependiendo de que
esté en la parte superior 0 en la parte inferior de la elifs®)tanto, la ecuacién de la recta tangente
sera:

vy

9
y—pw)=¢'(u)(x—u) <= y—v=—4—u(x—u) = Jux+4vy=9u*+4* =36 = %—i—; 1
v

La ventaja de representar asi la recta tangente es que dighei@n tiene sentido cualquiera sea el
punto(u, v) de la elipsey no depende de la funcian®

Sea como sea, una vez obtenida la recta tangente (que npdegeé hacerse como yo lo he hecho
sino que pueden considerarse por separado cada caso,uosasi al final), se trata de calcufar v)

10bserva que st = 2 entoncesp(x) = 0 por lo quep no es derivable ew = £2. Los puntos correspondientes de la elipse
son(x£2, 0) en los cuales la tangente es una recta vertical que no pyedseatarse en la forma— (1) = ¢’ (1) (x — u),
pero que si puede escribirse cod + %y = 1 haciendov = 0y u = £2 con lo que se obtienen las rectas= £2.
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Ejercicios de Analisis Matematico 2

por la condicion de que dicha recta pase por el pghtd). Por tanto impondremos que el purigo 1)
esté en la tangente, es decir, debe verificarse que:

3u v 9

— 4+ =1 =-(4-3

1 + 9 = 4( u)

Como, ademas, dicho punte, v) debe estar en la elipse, ha de verificar Qué + 4v? = 36. Sustitu-
yendo en esta ecuacion= %(4 — 3u), obtenemos:

9u? + 84—1(4— 3u)? =36 < 4u® + 9(4 — 3u)> — 16 = 0 <> 85u> — 216u + 128 =0
El discriminante de esta ecuacion de segundo grado es:
(216)> —4x 128 x85=(3*x2%)2 27 x 5x 17=2°%x49 =2° x 7?
Las soluciones son:

C2064+23x7 2728 C206-23x7 16016
METTT0 T 100 s *TTT00 T 10 17

Los correspondiente valores paraon:

9 9 9 45
=—(4-73 = ——, =—(4—-13 =
vy 4( u) 3 ) 4( us) 7

Puede comprobarse ahora que los pufiesv,) y (u2, v2) efectivamente estan en la elipse.

Hagamos el ejercicio considerando las dos posibilidadedeeir, las funciones cuyas graficas son
la parte superior e inferior de la elipse. Ponganigs) = %v4 —x2,g(x) = —%\/4 — x2. Ambas
funciones definidas en el intervale2, 2]. La tangente en un punto de la forma, %\/1 —u?) =
(u, f(u)) (en la parte superior) viene dada por f(u) = f/(u)(x — u), es decir:

3 -3
y—5v4—u2=#(x—u) < 2V4—u?y+3ux=12

— 2

La tangente en un punto de la foria 2> v'1 — u?) = (u. g(u)) (en la parte inferior) viene dada por
y —gu) =g’ (u)(x — u), es decir:

3 3
y+5\/4—u2:247u2(x—a) — -2V4—ury+3ux=12
V4 —u

Observa que, representando gorv) el punto de la elipsev(= :I:%\/I —u?), en ambos casos la
ecuacion puede escribirse cotwx + %vy =12, es decirf- + % = 1. La misma ecuacion obtenida
anteriormente. ©

Comentarios. Este ejercicio estaba incluido en la segunda relacion deiggs que entregasteis el
dia 16 de noviembre por lo que se supone que ya lo habiais Healtws elementales al derivar. Mala
notacion que lleva a confundir unas variables con otrak$-alementales de célculo por no simplificar.
Muchos calculéis bien la ecuacién de la recta tangente pesmtender lo que hacéis porque, llegados
al final, al imponer la condicion de que la tangente pasdjdn hacéis la sustituciotu, v) = (3, 1),

lo que prueba que no sabéis interpretar el significado dadichacion, pues el pun®, 1) es evidente
que no esta en la elipse y en la ecuacién de la tangente las (#tw) representan un punto de la
elipse. Quien hace esto es que tampoco ha entendido el adordel ejercicio. Casi nadie resuelve
correctamente ldificil ecuacion de segundo graglu? — 2161 + 128 = 0. S
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Ejercicio 2. Estudia el nimero de soluciones de la ecuacion:

x3 2
cosx —senx + — — - =0.
2 3
Solucion.
Pongamog/(x) = cosx —senx + ’;i - % funcién que, naturalmente, esta definida en toda la recta

real. Dicha funcion tiene derivadas de todos érdenes y, myyagticular, es continua. Ademas esta
definida en un intervaldR.

Sabemos, como consecuencia del teorema de Rolle, que sidadiede una funcién se anula en
exactamenté& puntos distintos, entonces la funcion puede anuleoseo maximoen k + 1 puntos
distintos. Las derivadas de nuestra funcién vienen dadas po

3
f'(x) = —senx — cosx + Exz’ f"(x) =—cosx +senx + 3x, f"(x)=senx + cosx + 3.
Llegados aquies evidentgue no hay que seguir, porque es sabido-gquesent <1y —1<cosx <1,
por lo que evidentementef ”(x) > 0 para todax € R.

Deducimos que’” se anulazomo much@n un punto,/’ se anulaaomo much&n dos puntos y’
se anulacomo muchen tres puntos.
Lo anterior no prueba qug se anule, sino solamente goe puede anularse en mas de tres puntos

Para estudiar si realmenfese anula debemos usar el teorema de Bolzano y obtener puritsaue
la funcién cambie de signo. Tenemos que:

3 3

w2 4 2 2
— < ——=——, f@r)=1+413-Z > 0.
128 3 “128 3 g J@M=lH4r -3

Deducimos, por el teorema de Bolzano, que en cada uno deéogdfos| — 2z, 0[,]0, w/4[,]7 /4, 2x[
la funcién /" se anula empor lo menosun punto. Por tantof se anula emor lo menodres puntos.
Como también hemos probado gieno puede anularse en méas de tres puntos, concluimog ee
anula en exactamente tres puntos. ©

f(—27r)=1—47r3—§ <0, f(0)=1—§>o, f(%):

Comentarios.Hemos hecho en clase varios ejercicios como este. En ladagelacion de ejercicios
habia uno muy parecido. Todos sabiais que iba a poner uncgede este tipo. Pues, nada, muchos
no quieren entender y creen que es suficiente aplicar elni@ode Rolle y que no es preciso usar el
teorema de Bolzano. He dicho varias veces en clase que uo@riynuede no anularse nuncay su
derivada puede tener infinitos ceros: por ejemplo, la fungié¢ senx. Es decir, que si sabemos que la
derivada de una funcién se anulalkepuntos, eso no permite deducir que la funcién tenga quereula
enk + 1 puntos sino, solamente, que no puede anularse en mias-depuntos. jNo es o mismo una
cosa que otral ¢ Tan dificil de entender es esto?

Pero el fallo principal esta en que la mayoria no os dais ewstjue ser + cosx + 3 es siempre
positivo. Yo preparé el ejercicio para que al llegar a lavdeta tercera todos vierais que era positi-
va, ¢coOmo iba yo a sospechar que no os dariais cuenta @widsaci& Eso es algo absolutamente
inesperado para mi.

Hay quien asegura que la derivada cugft& (x) = cosx — senx no se anula nunca, otros que se
anula solamente una vez. Es claro que se anula en los puntas$atear /4 + 2kx dondek es un
entero cualquiera. Por tantg® se anula en infinitos puntos (de aqui alguien deduce — sosjeeh
se trata de una broma — qug se anula eflinfinitos+1”" puntos!).

Hay muchos que derivai?f— aplicando la regla para derivar un cociente de funcionegyesan su

. 2 . . .
derivada en la forméij—. Bien, quienes hacen esto deben ser conscientes de queerodsaivar y
deben repasar como se deriva una funcién polinémica y abrosas mas.

Disparates como afirmar que gep= 1, coq0) =0, ser(l) =1, cog1) =1, sen(w) =1, cogx) =0
y otros que no recuerdo, son demasiado frecuentes. Casicw@tbice los valores del seno y del coseno
en0,x/6,7/4,7/3, /2, ,2x. ¢ Tanto trabajo cuesta?

2por el teorema de Rolle y lo antes visto, deducimos tambiénfduse anula en exactamente dos puntgé’y se anula en
un solo punto.
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Muchas tratéis de evaluar la funcion en los punrtds—1, 1, 2 y, al parecer, podéis hacerlo sin usar
una calculadora. Me gustaria saber como lo hacéis porqus omsa facil. He dicho que siempre hay
gue probar con valores sencillos y, claro esta, los valamesilos para las funciones seno y coseno no
son-2, —1, 1, 2. ¢ Tan dificil es darse cuenta de que debemos probar, erdse cbnr/4? Parece que
si porque pocos lo hacéis. Eso se debe a que no recordaisgugde= cos/(r/4). Me pregunto qué
es lo que recordéis de vuestros estudios de matematicas.

Algunos dicen, en un ataque de locura, ¢fi(e) es una funcion polinomica de grado 3. ©

Ejercicio 3. Prueba que para todoe] — /2, 7/2[ se verifica que:

2
log(cosx) < —%.

¢,Cuando se da la igualdad?

Solucién. Definamos f(x) = —log(cosx) — XTZ Se trata de probar qug(x) = 0 para todox €
|—n/2, /2. Tenemos que:

Sl = —a =g -, @) = 1+ G0 — 1 =1,

Puesto quef”(x) > 0 para todox €] — /2, 7/2[ se sigue quef’ es estrictamente creciente en
|—nm/2,7/2[.

Como f/(0) = 0, deducimos que parar/2 < x < 0esf'(x) < f/(0) =0y, por tanto,f es
estrictamente decreciente pa /2, 0]. Por tanto, si-n/2 < x < 0 se tiene quéef(x) > f(0) = 0.

Deducimos también que pafla< x < w/2 es f'(0) < f’(x)y, por tanto,f es estrictamente
creciente efi0, r/2[. Por tanto, sD < x < /2 se tiene qu® = f(0) < f(x).

Hemos probado que para toslce] — /2, /2 conx # 0 se verifica quef(x) > 0, es decir, que
log(cosx) < —%. La igualdad en la desigualdad del enunciado solamente garda = 0. ©

Comentarios.Hemos hecho en clase varios ejercicios como este. En ladagelacion de ejercicios

habia uno muy parecido. Todos sabiais que iba a poner uic@ete este tipo. Fallos elementales por

no saber derivar. Mal planteamiento del ejercicio al cagrsidpor separado las funciones(cgsx) y

x2 /2y tratar de compararlas por sus respectivas tasas de ceatanes decir, sus derivadas. Esa forma

de razonar es confusay, con frecuencia, incorrecta. Laatgdn no conserva el orden. Por ejemplo, la

funciéni(x) = e~ es una funcién positiva,(x) > 0, pero su derivada’(x) = — € es negativa.
Muchos considerais los limites gieen los extremos del intervalo. Es cierto queém /I2 f(x) = +o0,

x—>*m
pero eso no prueba qy& x) sea siempre positiva.
Hay quien trata de estudiar la monotonia de la funcion caald limites. Eso no es correcto. Los
limites de una funcién en los extremos de un intervalo no dérmacién sobre la monotonia. La
herramienta para estudiar la monotonia es la derivada.

En este ejercicio, si no se usa la derivada segunda, no eslismmeue la derivada primera sola-
mente se anule énh Eso es tanto como dar por supuesta la desigualdadg x para0 < x < /2, la
cual es cierta, pero os dije durante el examen que habia stifecarla.

Ejercicio 4. Seaf : R — R la funcién dada por
1
f(x) =arctgl+—x paratodo x #1 y f(1)= —%.
— X
Estudia la continuidad d¢ y los limites enl, +o00 y —oo. Calcula la imagen d¢.
Solucién.Teniendo en cuenta queim arctqu) = —x/2y lim arctqu) = n/2,y que:
U—>—00 u——+0o0

I+ x o1+ x

lim = —00, lim = 400,
x—=>11—x x=>11—x

x>1 x<l1
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se sigue que:
lim f(x)=—-2,  lim f(x) = ~.
x—1 2 x—1 2

x>1 x<1

Por tanto,f tiene una discontinuidad de saltoer= 1 (es continua por la derecha en= 1).

Es claro que efiR \ {1} la funcion f* es continua y también es derivable. Tenemos que para todo
x #les:

2z
1 U'_XP _ 1
f=— s =
1+
(=)

Deducimos que la funcionf es estrictamente creciente en los intervdlesco, 1] y [1, +oo[. Como
en dichos intervalos la funcién es continua, su imagen debers intervalo, y al ser estrictamente
creciente, se sigue que:

SA =00 1D=] lim f(x). lim f)[=]—n/4,7/2[.

x<l1
Sl 400) = [f(1)._lim _f(ol=l-/2,~7 /4]
Portantof(R) = [-n/2, —m/4[U] — /4, /2] ©

Comentarios.Este ejercicio se hizo en clase. Lo que me llama la atenciémastidad de disparates
que pueden decirse en tan sencillo ejercicio. Por ejempha, muchos el célculo de los limites

. I+x . 1+ x
lim =-1, lim
x—>—00 | — x x—>+o00 | — x

es un dificil problema de indeterminaciones que requiese lasregla de L'Hopital. Hemos estudiado

en clase los limites de una funcidn racionakbeso, y dije que siempre que haya que calcular un limite
de ese tipo lo Gnico que hay que hacer es poner el resultad@ynpada que justificar, no hay nada
que explicar, son limites inmediatos. Quien usa la regldidégital para calcular los limites anteriores

demuestra un absoluto despiste. Algunos afirman que dighdsd$ son infinitos. Otros que son cero.

Algo parecido ocurre con los limites

T T
Iim f(x) =—=, Iim f(x) = —.
xalf() 2 xﬁlf() 2
x>1 x<1
que, al parecer, suponen un dificil problema. No se me ocuimgtes mas sencillos que esos. Son

limites inmediatos que no hay que calcular ni justificar le qalen, basta con escribir el resultado
correcto. Sottriviales. Si no estas de acuerdo conmigo, puede que necesites ayadssfzaasignatura.

Por supuesto, derivar la funcigf(x) es un problema de alta matematica que casi nadie sabe hacer.
No podras hacer ejercicios de Analisis si no sabes deriear. bi

El estudio de los limites de una funcion en los extremos daiemialo no sirve, por si solo, para
determinar la imagen de la funcién. Eso solamente puededecaando se sabe que la funcion es
continua y monétona en dicho intervalo.

Bastantes escriben disparates como:

. I+ x . 1+ x

l[im arctg—— = —o0, lim arctg—— = +o0.
x—1 1—x x—>1 1—x

x>1 x<l1

Es dificil que una funcién que toma valores en el intenjalor/2, /2] (recuerda que-n/2 <
arctgu) < x/2) pueda tener limites infinitos. La misma observacion esquteste para quienes afir-
man que la imagen d¢ es una semirrecta o, incluso, jque es t&do
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Algunos inventan cosas totalmente imposibles como, ponje

Iim f Iim f Iim f
Jim s, lim oo, lim £
X <—00 X >+00 x<0

. . . ) cosx )
y algunas mas. Por supuesto, todavia hay quien afirma qug ayct po— y se queda tan tranquilo.
Quien hace eso quizas sea un humoristay no lo sabe.

Que arctg—1) = —n/4 es algo elemental que muchos no sabéis.
Este ejercicio esta resuelto en mi likGalculo diferencial e integral de funciones de una variable
¢, Qué pensar de todo esto? Quizas tengas tu la respuesta. S
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